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TEST CASE 1

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura quadrata per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 10

• Numero Elementi Asse Y: 10

• Numero Totale Elementi: 100

• Numero Totale Elementi Attivi: 100

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Quadrata

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.1

• Intervallo Angolare V: 0.1

2



RESULTS

• BCE: 61,73%

• PSL: 14.64 dB

• FNBW u0: 0.22045

• FNBW v0: 0.22045

(a)

(b)

(
)

Figure 1(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (10x10).

Figure 1(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Questa prima simulazione fornis
e dei risultati abbastanza s
arsi in quanto abbiamo ottenuto una Beam

Colle
tion E�
ien
y molto bassa e un valore di Peak Sidelobe Level abbastanza alto. Infatti an
he dalle

�gure si può notare 
ome la potenza non sia solamente 
on
entrata nel lobo prin
ipale, ma si disperda

pare

hio an
he nei lobi se
ondari. Dal gra�
o relativo alla distribuzione dei pesi si può notare 
ome

essi siano posizionati bene all'interno dell'array e i pesi 
on valore maggiore sono sistemati al 
entro

per ottenere una maggior potenza in quella zona 
ome 
onfermato an
he dai gra�
i relativi al pattern.
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TEST CASE 2

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura quadrata per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 10

• Numero Elementi Asse Y: 10

• Numero Totale Elementi: 100

• Numero Totale Elementi Attivi: 100

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Quadrata

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.2

• Intervallo Angolare V: 0.2
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RESULTS

• BCE: 96,45%

• PSL: 10.75 dB

• FNBW u0: 0.2695

• FNBW v0: 0.2695

(a)

(b)

(
)

Figure 2 (a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (10x10).

Figure 2(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Andando a variare di po
o l'intervallo anolare si può notare un de
iso in
remento delle prestazioni. La

BCE supera abbondantemente il 90% e questo è un fattore più 
he positivo. An
he il livello dei lobi

se
ondari diminuis
e, an
he se è an
ora abbastanza elevato. I pesi sono distribuiti bene, si può notare


ome la 
on
entrazione nella zona 
entrale sia meglio delimitato rispetto al 
aso pre
edente. Tutto

questo 
i permette di ottenere una BCE e un PSL de
isamente migliori.
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TEST CASE 3

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura quadrata per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 10

• Numero Elementi Asse Y: 10

• Numero Totale Elementi: 100

• Numero Totale Elementi Attivi: 100

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Quadrata

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.4

• Intervallo Angolare V: 0.4
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RESULTS

• BCE: 99,90%

• PSL: 8.14 dB

• FNBW u0: 0.3359

• FNBW v0: 0.3359

(a)

(b)

(
)

Figure 3(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (10x10).

Figure 3(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Avendo raddoppiado l'intervallo angolare rispetto al 
aso pre
edente 
i si aspettava un netto in
re-

mento delle prestazioni, soprattutto in termini di PSL in quanto la Beam Colle
tion E�
ien
y era già

de
isamente molto elevata. Infatti, si può notare 
ome il livello dei lobi se
ondari sia ulteriormente

diminuito, e la BCE ha raggiunto presso
hè il massimo. Come nei 
asi pre
edenti il valore dei FNBW

sono identi
i. Distribuzione dei pesi molto buona.
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TEST CASE 4

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura quadrata per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 15

• Numero Elementi Asse Y: 15

• Numero Totale Elementi: 225

• Numero Totale Elementi Attivi: 225

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Quadrata

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.0.75

• Intervallo Angolare V: 0.0.75
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RESULTS

• BCE: 68,85%

• PSL: 23.00 dB

• FNBW u0: 0.1494

• FNBW v0: 0.1494

(a)

(b)

(
)

Figure 4(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (15x15).

Figure 4(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• In questa simulazione sono stati s
elti molti più elementi (più del doppio) ed è stato ristretto l'intervallo

angolare rispetto ai 
asi pre
edenti. I risultati ottenuti da un punto di vista 
onfermano le aspettative,


ioè avere un lobo prin
ipale di forma più ristretta 
on una BCE non elevatissima, da un altro punto

di vista però, abbiamo ottenuto dei risultati quasi inaspettati, infatti il livello dei lobi se
ondari è

de
isamente più elevato rispetto a qualsiasi altra simulazione. In questo test 
ase il gra�
o relativo alla

distribuzione dei pesi mette in lu
e una distribuzione non molto buona, questo è 
onfermato an
he dai

risultati numeri
i ri
avati.
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TEST CASE 5

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura quadrata per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 15

• Numero Elementi Asse Y: 15

• Numero Totale Elementi: 225

• Numero Totale Elementi Attivi: 225

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Quadrata

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.15

• Intervallo Angolare V: 0.15
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RESULTS

• BCE: 98.10%

• PSL: 9.88 dB

• FNBW u0: 0.1911

• FNBW v0: 0.1911

(a)

(b)

(
)

Figure 5(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (15x15).

Figure 5(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Questo �
ase test� ha fornito un'interessante in
remento delle prestazioni in quanto la BCE è aumentata

di 20 dB e il livello dei lobi se
ondari è quasi la metà rispetto alla simulazione pre
edente 
on lo stesso

numero di elementi ma 
on un intervallo angolare superiore. An
he in questa prova il valore dei FNBW

è uguale. La distribuzione dei pesi è si
uramente migliorata rispetto all'ultima simulazione, in quanto

si può notare 
oma la zona 
entrale del gra�
o sia delimitata abbastanza bene e pro
edentdo verso i

lati dell'array i pesi abbiano valori via via minori.
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TEST CASE 6

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura quadrata per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 15

• Numero Elementi Asse Y: 15

• Numero Totale Elementi: 225

• Numero Totale Elementi Attivi: 225

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Quadrata

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.3

• Intervallo Angolare V: 0.3
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RESULTS

• BCE: 99.94%

• PSL: 7.75 dB

• FNBW u0: 0.2275

• FNBW v0: 0.2275

(a)

(b)

(
)

Figure 6(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (15x15).

Figure 6(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• L'ultima prova 
on un array 15x15 
i 
onsente di studiare dei risultati molto buoni. La BCE è molto

prossima al 100% e il livello dei lobi se
ondari si è ulteriormente ridotto. An
he 
onfrontando le immagini

si può fa
ilmente osservare 
ome i lobi se
ondari siano de
isamente diminutiti e la loro intensità sia

molto inferiore. Osservando la distribuzione dei pesi si possono 
onfermare tutti i risultati numeri
i

ottenuti.
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TEST CASE 7

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura quadrata per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 20

• Numero Elementi Asse Y: 20

• Numero Totale Elementi: 400

• Numero Totale Elementi Attivi: 400

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Quadrata

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.05

• Intervallo Angolare V: 0.05
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RESULTS

• BCE: 61,00%

• PSL: 14.95 dB

• FNBW u0: 0.1093

• FNBW v0: 0.1093

(a)

(b)

(
)

Figure 7(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (20x20).

Figure 7(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Come nei 
asi pre
edenti dove l'intervallo angolare utilizzato era molto pi

olo, an
he in questo 
aso i

risultati non sono molto buoni. La Beam Colle
tion E�
ien
y è appena superiore al 60% e il livello dei

lobi se
ondari si avvi
ina molto ai 15 dB. Questi risultati fanno intendere 
he questo tipo di geometria


on queste determinate 
aratteristi
he non sia molto adatta. Questa simulazione non ha fornito un

gra�
o relativo alla distribuzione dei pesi a

ettabile. Ci si aspettava una distribuzione simile alle

pre
edenti, 
ioè 
on una forma �a 
ampana�, inve
e i pesi sono distribuiti in maniera sparsa all'interno

dell'array. I risultati 
ome detto in pre
edenza non sono molto buoni, ma nonostante 
iò le aspettative

sulla forma del gra�
o dei pesi erano si
uramente diverse.
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TEST CASE 8

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura quadrata per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 20

• Numero Elementi Asse Y: 20

• Numero Totale Elementi: 400

• Numero Totale Elementi Attivi: 400

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Quadrata

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.1

• Intervallo Angolare V: 0.1
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RESULTS

• BCE: 96.39%

• PSL: 10.77 dB

• FNBW u0: 0.1350

• FNBW v0: 0.1350

(a)

(b)

(
)

Figure 8(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (20x20).

Figure 8(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Come previsto andando ad aumentare le dimensioni dell'intervallo angolare le prestazioni in
rementano

notevolmente. La BCE ha raggiunto livelli più 
he positivi e il livello di PSL è diminuito di quasi 4

dB. An
he osservando le rappresentazioni gra�
he si può notare 
ome la potenza �dispersa� nei lobi

se
ondari si sia ridotta di molto. In questa simulazione il gra�
o dei pesi 
i da informazioni a

ettabili.

I pesi sono distribuiti bene e 
onfermano i risultati relativi alla BCE e al PSL ottenuti.
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TEST CASE 9

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura quadrata per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 20

• Numero Elementi Asse Y: 20

• Numero Totale Elementi: 400

• Numero Totale Elementi Attivi: 400

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Quadrata

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.2

• Intervallo Angolare V: 0.2
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RESULTS

• BCE: 99.97%

• PSL: 6.80 dB

• FNBW u0: 0.2006

• FNBW v0: 0.2006

(a)

(b)

(
)

Figure 9(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (20x20).

Figure 9(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Quest'ultima simulazione 
i ha permesso di ottenere i risultati migliori, infatti il valore di BCE è

elevatissimo e an
he il valore di PSL è buono. An
he guardando direttamente le immagini prodotte dalle

simulazioni si dedurre delle 
on
lusioni molto positive. La potenza è quasi es
lusivamente 
on
entrata

nel lobo prin
ipale, mentre il 
ontributo dei lobi se
ondari è molto basso. An
he al distibuzione dei

pesi 
i permette di 
on
ludere 
he questa simulazione ha fornuto i risultati migliori.
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TEST CASE 10

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura rettangolare per la sintesi

di un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del

lobo prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 5

• Numero Elementi Asse Y: 10

• Numero Totale Elementi: 50

• Numero Totale Elementi Attivi: 50

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Rettangolare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.1

• Intervallo Angolare V: 0.1
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RESULTS

• BCE: 36.62%

• PSL: 12.76 dB

• FNBW u0: 0.4272

• FNBW v0: 0.2202

(a)

(b)

(
)

Figure 10(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (5x10).

Figure 10(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Questa simulzione ha fornito risultati molto s
arsi, probabilmente dovuti all'utilizzo di po
hi elementi

e di un intervallo angolare pi

olo. Come si può notare dai risultati la BCE è abbondantemente sotto

il 50% e il livello di PSL è molto alto.
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TEST CASE 11

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura rettangolare per la sintesi

di un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del

lobo prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 5

• Numero Elementi Asse Y: 10

• Numero Totale Elementi: 50

• Numero Totale Elementi Attivi: 50

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Rettangolare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.2

• Intervallo Angolare V: 0.2
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RESULTS

• BCE: 76.91%

• PSL: 11.69 dB

• FNBW u0: 0.4487

• FNBW v0: 0.2692

(a)

(b)

(
)

Figure 11(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (5x10).

Figure 11(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• In questa simulazione le prestazioni sono quasi raddoppiate rispetto al 
aso pre
edente. Nonostante


iò, i risultati non sono 
omunque a

ettabili. La distribuzione dei pesi è si
uramente migliorata, 
ome

si vede an
he in �gura 11
.
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TEST CASE 12

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura rettangolare per la sintesi

di un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del

lobo prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 5

• Numero Elementi Asse Y: 10

• Numero Totale Elementi: 50

• Numero Totale Elementi Attivi: 50

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Rettangolare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.4

• Intervallo Angolare V: 0.4
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RESULTS

• BCE: 98.46%

• PSL: 8.64 dB

• FNBW u0: 0.5317

• FNBW v0: 0.3361

(a)

(b)

(
)

Figure 12(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (5x10).

Figure 12(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Quest'ultimo 
aso relativo all'apertura 5x10 ha prodotto dei risultati ottimi. Osservando i 
asi pre
e-

denti 
on la stessa apertura non 
i si aspettava un 
osì netto miglioramento. La BCE raggiunge quasi

il 99% mentre il PSL si assesta attorno agli 8dB. An
he dai gra�
i sviluppati si intuis
e fa
ilmente


ome questo tipo di apertura sia molto favorevole, si possono notare un lobo 
entrale ben de�nito e

lobi se
ondari molto ridotti.
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TEST CASE 13

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura rettangolare per la sintesi

di un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del

lobo prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 10

• Numero Elementi Asse Y: 15

• Numero Totale Elementi: 150

• Numero Totale Elementi Attivi: 150

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Rettangolare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.075

• Intervallo Angolare V: 0.075
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RESULTS

• BCE: 54.16%

• PSL: 14.44 dB

• FNBW u0: 0.2131

• FNBW v0: 0.1494

(a)

(b)

(
)

Figure 13(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (10x15).

Figure 13(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• In questo test 
ase è stato utilizzato un intervallo angolare molto pi

olo e sono stati tripli
ati gli

elementi rispetto ai 
asi pre
edenti 
on geometria rettangolare. I risultati non sono molto buoni, infatti,

sia la BCE 
he il PSL sono molto s
arsi. Si
uramente andando ad aumentare l'intervallo angolare le

prestazioni aumenteranno.
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TEST CASE 14

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura rettangolare per la sintesi

di un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del

lobo prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 10

• Numero Elementi Asse Y: 15

• Numero Totale Elementi: 150

• Numero Totale Elementi Attivi: 150

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Rettangolare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.15

• Intervallo Angolare V: 0.15
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RESULTS

• BCE: 92.13%

• PSL: 10.70 dB

• FNBW u0: 0.2412

• FNBW v0: 0.1911

(a)

(b)

(
)

Figure 14(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (10x15).

Figure 14(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• I miglioramenti ottenuti in questa simulazione sono notevoli; osservando il gra�
i si può notare un lobo

prin
ipale ben de�nito e i lobi se
ondari abbastanza ridotti. Il gra�
o relativo alla distribuzione dei

pesi è molto buono. An
he i risultati numeri
i sono buoni an
he se non e

ellenti.
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TEST CASE 15

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura rettangolare per la sintesi

di un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del

lobo prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 10

• Numero Elementi Asse Y: 15

• Numero Totale Elementi: 150

• Numero Totale Elementi Attivi: 150

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Rettangolare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.3

• Intervallo Angolare V: 0.3
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RESULTS

• BCE: 99.88%

• PSL: 7.97 dB

• FNBW u0: 0.3349

• FNBW v0: 0.2272

(a)

(b)

(
)

Figure 15(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (10x15).

Figure 15(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Simulazione quasi ottima sia dal punto di vista dei risultati numeri
i sia da quello dei gra�
i ottenuti.

L'aspetto dei gra�
i è molto buono: lobo prin
ipale ben de�nito, lobi se
ondari molto ridotti e dis-

trubuzione dei pesi molto buona.
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TEST CASE 16

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura rettangolare per la sintesi

di un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del

lobo prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 10

• Numero Elementi Asse Y: 20

• Numero Totale Elementi: 200

• Numero Totale Elementi Attivi: 200

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Rettangolare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.05

• Intervallo Angolare V: 0.05
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RESULTS

• BCE: 36.32%

• PSL: 13.72 dB

• FNBW u0: 0.2082

• FNBW v0: 0.1093

(a)

(b)

(
)

Figure 16(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (10x20).

Figure 16(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Questo test 
ase ha fornito dei risultati molto s
arsi. Come si può osservare nei primi 2 gra�
i i lobi

se
ondari sono pare

hio elevati e in�uenzano molto le prestazioni, questo fatto è 
onfermato an
he dal

PSL 
he è sopra i 13 dB. An
he il valore di BCE non è buono: appena 36%.
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TEST CASE 17

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura rettangolare per la sintesi

di un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del

lobo prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 10

• Numero Elementi Asse Y: 20

• Numero Totale Elementi: 200

• Numero Totale Elementi Attivi: 200

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Rettangolare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.1

• Intervallo Angolare V: 0.1
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RESULTS

• BCE: 77.13%

• PSL: 11.86 dB

• FNBW u0: 0.2204

• FNBW v0: 0.1350

(a)

(b)

(
)

Figure 17(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (10x20).

Figure 17(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Come 
i si aspettava, aumentando le dimensioni dell'intervallo angolare le prestazioni sono raddoppiate.

Lobi se
ondari più ridotti e distribuzione dei pesi de
isamente migliore an
he se i risultati 
omunque

non sono soddisfa
enti. Il livello di PSL è an
ora troppo elevato (
ome 
onfermato an
he dal gra�
o

B).

52



TEST CASE 18

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura rettangolare per la sintesi

di un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del

lobo prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 10

• Numero Elementi Asse Y: 20

• Numero Totale Elementi: 200

• Numero Totale Elementi Attivi: 200

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Rettangolare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.2

• Intervallo Angolare V: 0.2
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RESULTS

• BCE: 98.20%

• PSL: 7.08 dB

• FNBW u0: 0.2695

• FNBW v0: 0.2004

(a)

(b)

(
)

Figure 18(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (10x20).

Figure 18(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Risultati quasi ottimi. Osservando in parti
olar modo il gra�
o b si può notare 
ome i lobi se
ondari

siano de
isamente ridotti soprattutto in una direzione e il main beam sia molto bene de�nito. An
he il

gra�
o C fornis
e delle buone indi
azioni riguardanti la distribuzione dei pesi. Tutte queste osservazioni

sono ampiamente 
onfermate dai risultati numeri
i.
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TEST CASE 19

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura 
ir
olare per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 10

• Numero Elementi Asse Y: 10

• Numero Totale Elementi: 100

• Numero Totale Elementi Attivi: 76

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Cir
olare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.1

• Intervallo Angolare V: 0.1

56



RESULTS

• BCE: 54.69%

• PSL: 12.53 dB

• FNBW u0: 0.2636

• FNBW v0: 0.2636

(a)

(b)

(
)

Figure 19(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (10x10).

Figure 19(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• I risultati ottenuti 
on questa prima simulazione 
on apertura 
ir
olare non sono e

ezionali, infatti,


ome si può vedere sia dai risultati numeri
i sia dai gra�
i il livello dei lobi se
ondari è abbastanza

elevato e questo genera una diminuzione delle prestazioni. An
he il livello di BCE è molto s
arso.
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TEST CASE 20

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura 
ir
olare per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 10

• Numero Elementi Asse Y: 10

• Numero Totale Elementi: 100

• Numero Totale Elementi Attivi: 76

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Cir
olare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.2

• Intervallo Angolare V: 0.2
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RESULTS

• BCE: 94.21%

• PSL: 9.56 dB

• FNBW u0: 0.3073

• FNBW v0: 0.3073

(a)

(b)

(
)

Figure 20(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (10x10).

Figure 20(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Questo se
ondo test su un'apertura 
ir
olare ha permesso di in
rementare in maniera positiva i risultati.

La BCE e quasi raddoppiata e in questa simulazione raggiunge quasi il 95% e il livello dei lobi se
ondari

è diminuito di quasi 3 dB. La distribuzione dei pesi è buona.
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TEST CASE 21

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura 
ir
olare per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 10

• Numero Elementi Asse Y: 10

• Numero Totale Elementi: 100

• Numero Totale Elementi Attivi: 76

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Cir
olare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.4

• Intervallo Angolare V: 0.4
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RESULTS

• BCE: 99.20%

• PSL: 7.02 dB

• FNBW u0: 0.4047

• FNBW v0: 0.4047

(a)

(b)

(
)

Figure 21(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (10x10).

Figure 21(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Come nelle simulazione 
on apertura geometri
a di tipo di�erente an
he in questo 
aso andando ad

aumentare le dimensioni dell'intervallo angolre 
onsente di ottenere un in
remento delle prestazioni.

Come 
i si poteva aspettare, la forma del lobo prin
ipale e molto ben de�nita ed inoltre il livello dei

lobi se
ondari è s
eso ulteriormente.
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TEST CASE 22

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura 
ir
olare per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 15

• Numero Elementi Asse Y: 15

• Numero Totale Elementi: 225

• Numero Totale Elementi Attivi: 177

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Cir
olare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.075

• Intervallo Angolare V: 0.075

65



RESULTS

• BCE: 63.73%

• PSL: 17.01 dB

• FNBW u0: 0.1721

• FNBW v0: 0.1721

(a)

(b)

(
)

Figure 22(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (15x15).

Figure 22(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Nonostante il numero di elementi sia prati
amente raddoppiato, l'utilizzo di un intervallo angolare

pi

olo sfavoris
e le prestazioni. Il livello di PSL è molto elevato e an
he la BCE è s
arsa. Come si può

notare nei primi 2 grai
i l'in�uenza dei lobi se
ondari è molto elevata.
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TEST CASE 23

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura 
ir
olare per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 15

• Numero Elementi Asse Y: 15

• Numero Totale Elementi: 225

• Numero Totale Elementi Attivi: 177

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Cir
olare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.15

• Intervallo Angolare V: 0.15
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RESULTS

• BCE: 97.08%

• PSL: 6.82dB

• FNBW u0: 0.2084

• FNBW v0: 0.2084

(a)

(b)

(
)

Figure 23(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (15x15).

Figure 23(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Il raddoppio delle dimensioni dell'intervallo angolare ha prodotto dei risultati quasi insperati: il livello

di PSL è s
eso di oltre 10dB e la BCE supera il 97%. An
he solo osservando i gra�
i prodotti 
on le

simulazioni si poteva dedurre 
he i miglioramenti sono notevoli.
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TEST CASE 24

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura 
ir
olare per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 15

• Numero Elementi Asse Y: 15

• Numero Totale Elementi: 225

• Numero Totale Elementi Attivi: 177

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Cir
olare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.3

• Intervallo Angolare V: 0.3
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RESULTS

• BCE: 99.95%

• PSL: 5.95dB

• FNBW u0: 0.2690

• FNBW v0: 0.2690

•

(a)

(b)

(
)

Figure 24(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (15x15).
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Figure 24(
) Distribuzione pesi ottimi

Observations:

• Forse una delle migliori simulazioni e�ettuate. L'in�uenza dei lobi se
ondari è molto ridotta (è la prima

volta 
he si s
ende sotto i 6dB) e la Beam Colle
tion E�
ien
y è di po
o sotto il 100%. Di parti
olare

interesse è il gra�
o B, in quanto si può notare un lobo 
entrale molto ben de�nito, mentre i lobi

se
ondari sono molto pi

oli.
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TEST CASE 25

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura 
ir
olare per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 20

• Numero Elementi Asse Y: 20

• Numero Totale Elementi: 400

• Numero Totale Elementi Attivi: 316

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Cir
olare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.05

• Intervallo Angolare V: 0.05
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RESULTS

• BCE: 54.12%

• PSL: 23.13 dB

• FNBW u0: 0.1284

• FNBW v0: 0.1284

(a)

(b)

(
)

Figure 25(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (20x20).

Figure 25(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Avendo preso in 
onsiderazione una dimensione dell'intervallo angolare pi

ola, i risultati non sono

soddisfa
enti. Il livello di BCE è basso e il PSL è molto elevato. Questi dati andando a modi�
are i

parametri dell'intervallo angolare possono si
uramente essere migliorati. Il gra�
o della distribuzione

dei pesi ha una forma parti
olare, infatti non assume 
ome nei 
asi pre
edenti la 
lassi
a forma a

�
ampana�. An
he questo gra�
o si spera possa essere migliorato 
ambiando i paramentri.
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TEST CASE 26

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura 
ir
olare per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 20

• Numero Elementi Asse Y: 20

• Numero Totale Elementi: 400

• Numero Totale Elementi Attivi: 316

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Cir
olare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.1

• Intervallo Angolare V: 0.1
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RESULTS

• BCE: 94.37%

• PSL: 15.03 dB

• FNBW u0: 0.1791

• FNBW v0: 0.1293

(a)

(b)

(
)

Figure 26(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (20x20).

Figure 26(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• Come da aspettative, il raddoppio dell'intervallo angolare ha portato ad un notevole in
remento delle

prestazioni e dei risultati, BCE sopra il 90% e una riduzione del PSL di 7 dB. An
he i gra�
i ri
avati

dalle simulazioni dimostrano 
he i risultati ottenuto sono de
isamente migliorati. L'uni
o gra�
o 
he

non presenta sostanziali miglioramenti è quello relativo alla distribuzione dei pesi.
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TEST CASE 27

Goal: Cal
olo dei pesi ottimi di un array planare ad apertura 
ir
olare per la sintesi di

un pattern 
on massima 'beam effi
ien
y' dato l'intervallo angolare di definizione del lobo

prin
ipale

• Numero Elementi Asse X: 20

• Numero Elementi Asse Y: 20

• Numero Totale Elementi: 400

• Numero Totale Elementi Attivi: 316

Des
rizione Test Case

Geometria:

• Tipo Apertura: Cir
olare

• Distanza Elementi Asse X: 0.5

• Distanza Elementi Asse Y: 0.5

• Intervallo Angolare U: 0.2

• Intervallo Angolare V: 0.2
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RESULTS

• BCE: 99.96%

• PSL: 6.17 dB

• FNBW u0: 0.5129

• FNBW v0: 0.1296

(a)

(b)

(
)

Figure 27(a)(b) Radiation Pattern - Planar Slepian Array (20x20).

Figure 27(
) Distribuzione pesi ottimi
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Observations:

• I risultati ottenuti 
on questa simulazione sono ottimi. BCE molto prossima alla perfezione e PSL pari

a 6db. An
he il gra�
o relativo alla distribuzione dei pesi è de
isamente migliorato. La forma 
he ha

assunto è quella 
he 
i si aspettava gia inizialmente. Di parti
olare interesse è il gra�
o B, il quale

mostra 
ome il lobo 
entrale sia de�nito molto bene e le interferenze dei lobi se
ondari siano molto

s
arse.
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Mathemati
al Formulation

The problem of interest is to develop a weighting that will maximize the per
entage of the total power that

is 
on
entrated in a given angular region de�ned by the boundaries (u0, v0). Considering a planar array, we

want to maximize the ratio

α =

∫ u0

−u0

∫ v0
−v0

|AF (u, v)|2 dudv
∫ π

0 sin θdθ
∫ 2π

0 |AF (θ, φ)|2 dφ
(1)

where u = sin θ cosφ and v = sin θ sinφ. Array fa
tor term is de�ned

AF (u, v) =

N
∑

n=1

wne
jk(uxn+vyn)

(2)

where wn is the ex
itation of the n-th array element, xn is the x-axis 
oordinate of the n-th array element,

yn is the y-axis 
oordinate of the n-th array element and k = 2π
λ . Array fa
tor term 
an be rewrited as

AF (u, v) = wHv(u, v) (3)

The numerator of (12) 
an be written as

αN =

∫ u0

−u0

∫ v0

−v0

|AF (u, v)|2 dudv = wHAw (4)

where

A =

∫ u0

−u0

∫ v0

−v0

v(u, v)vH(u, v) (5)

The (m,n) element of A is

∫ u0

−u0

∫ v0

−v0

ejk(uxm+vym)e−jk(uxn+vyn)dudv = (6)

The solution (see Appendix A) of the integral (6) is

4u0v0sin
 [ku0(xm − xn)] sin
 [kv0(ym − yn)] (7)

Similarly, the denominator is

αD = wHBw (8)

where

B =

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

v(θ, φ)vH(θ, φ)dφ (9)

The (m,n) element of B is

∫ 2π

0

∫ π

0

ejk sin θ(xm cosφ+ym sinφ)e−jk sin θ(xn cosφ+yn sinφ)
sinθdθdφ (10)

The solution (see Appendix B) of the integral (10) is

4πsin

(

k
√

(xm − xn)2 + (ym − yn)2
)

(11)

Thus

α =
wHAw

wHBw
(12)
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The maximum value for su
h a ratio of Hermitian quadrati
 forms is equal to the largest eigenvalue λmax

of the 
hara
teristi
 equation

Aw = λBw (13)
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(a)

(b)

Figure 2 - Numeri
al validation [Square Array, P = Q = 10, Square Colle
tion Area, uM = vM = 0.2℄ - (a)
Optimum DPSS planar array and (b) asso
iated radiation pattern.
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(a)

(b)

(
)

Figure 3 - Numeri
al validation [Square Array, P = Q = 20, Square Colle
tion Area, uM = vM = 0.2℄ - (a)
Optimum DPSS planar array and (b)(
) asso
iated radiation pattern.
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(a)

(b)

Figure 4 - Numeri
al validation [Re
tangular Array, P = 10, Q = 20, Square Colle
tion Area,

uM = vM = 0.2℄ - (a) Optimum DPSS planar array and (b) asso
iated radiation pattern.
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(a)

(b)

(
)

Figure 5 - Numeri
al validation [Cir
ular Array, P = Q = 10, K = 76, Square Colle
tion Area,

uM = vM = 0.2℄ - (a) Optimum DPSS planar array and (b)(
) asso
iated radiation pattern.

88



 0

 20

 40

 60

 80

 100

 2  4  6  8  10  12  14  16  18  20
-50

-40

-30

-20

-10

B
C

E
 [%

]

P
S

L 
[d

B
]

Array Aperture [λ]

uM=vM=0.025
uM=vM=0.025

uM=vM=0.05
uM=vM=0.05

uM=vM=0.1
uM=vM=0.1

uM=vM=0.2
uM=vM=0.2

F
i
g
u
r
e
6
-
N
u
m
e
r
i


a
l
v
a
l
i
d
a
t
i
o
n
[
S
q
u
a
r
e
C
o
l
l
e


t
i
o
n
A
r
e
a
℄
-
B
e
h
a
v
i
o
u
r
o
f
t
h
e
B
C
E

a
n
d
o
f
P
S
L
a
g
a
i
n
s
t

a
r
r
a
y
a
p
e
r
t
u
r
e
P

×
Q
.

8
9



(a)

(b)

(
)
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(d)

Figure 7 - Numeri
al validation [P = Q = 10, Cir
ular Colle
tion Area, rM = 0.2℄ - Optimum DPSS
planar array for (a) square and (b) 
ir
ular aperture and (
)(d) respe
tive radiation patterns.
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Figure 9 - Numeri
al validation [P = Q = 20, 10, Cir
ular Colle
tion Area℄ - Behaviour of the u0 and v0
against rM .
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Figure 10 - Numeri
al validation [Square (uM = vM = 0.2) and Cir
ular Arrays (rM = 0.2)℄ - Behaviour
of the design time ∆t against the array aperture P ×Q, for 
ir
ular or planar 
olle
tion area.
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(a)

(b)

(
)

Figure 11 - Numeri
al validation [P = Q = 10, Bored Cir
ular Colle
tion Area, r′M = 0.3, r′′M = 0.6,
BCE = 95, 03%℄ - Optimum DPSS planar array element's (a) amplitudes and (b) phases and (
) asso
iated

radiation pattern.
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P = Q uM = vM BCE [%℄ PSL [dB℄ FNBW u0 = v0

0.1 61.73 −15.49 2.20× 10−1

10 0.2 96.45 −22.46 2.69× 10−1

0.4 99.90 −31.56 3.36× 10−1

0.075 68.85 −16.20 1.49× 10−1

15 0.15 98.10 −24.90 1.91× 10−1

0.3 99.94 −30.14 2.27× 10−1

0.05 61.00 −15.61 1.09× 10−1

20 0.1 96.39 −22.66 1.35× 10−1

0.2 99.97 −42.24 2.01× 10−1

Table I - Numeri
al validation [Square Array, Square Colle
tion Area℄ - Figures of merit obtained by

DPSS planar arrays.
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P Q uM = vM BCE [%℄ PSL [dB℄ FNBW u0 FNBW v0

0.1 36.62 −13.36 4.27× 10−1 2.20× 10−1

5 10 0.2 76.91 −15.05 4.48× 10−1 2.69× 10−1

0.4 98.46 −21.90 5.37× 10−1 3.36× 10−1

0.075 54.16 −14.45 2.13× 10−1 1.49× 10−1

10 15 0.15 92.13 −18.43 2.41× 10−1 1.91× 10−1

0.3 99.88 −30.08 3.34× 10−1 2.27× 10−1

0.05 36.32 −13.73 2.08× 10−1 1.09× 10−1

10 20 0.1 77.13 −15.48 2.20× 10−1 1.35× 10−1

0.2 98.20 −22.45 2.69× 10−1 2.00× 10−1

Table II - Numeri
al validation [Re
tangular Array, Square Colle
tion Area℄ - Figures of merit obtained by

DPSS planar arrays.
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P = Q K uM = vM BCE [%℄ PSL [dB℄ FNBW u0 = v0

0.1 54.69 −18.42 2.63× 10−1

10 76 0.2 94.21 −24.66 3.07× 10−1

0.4 99.20 −29.78 4.05× 10−1

0.075 63.73 −19.37 1.72× 10−1

15 177 0.15 97.08 −26.07 2.08× 10−1

0.3 99.95 −30.24 2.69× 10−1

0.05 54.12 −19.16 1.28× 10−1

20 316 0.1 94.37 −24.47 2.50× 10−1

0.2 99.96 −41.74 2.18× 10−1

Table III - Numeri
al validation [Cir
ular Array, Square Colle
tion Area℄ - Figures of merit obtained by

DPSS planar arrays.
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Square Array Cir
ular Array

P = Q rM BCE [%℄ PSL [dB℄ FNBW u0 = v0 BCE [%℄ PSL [dB℄ FNBW u0 = v0

0.1 48.83 −21.12 2.60× 10−1 43.61 −22.50 2.97× 10−1

10 0.2 86.48 −34.94 3.54× 10−1 81.54 −37.50 4.17× 10−1

0.4 99.60 −23.11 2.90× 10−1 99.44 −25.97 3.53× 10−1

0.075 55.02 −23.50 1.84× 10−1 51.00 −25.31 2.02× 10−1

15 0.15 91.16 −34.32 2.43× 10−1 87.49 −42.75 2.84× 10−1

0.3 99.76 −23.07 1.98× 10−1 99.68 −27.59 2.31× 10−1

0.05 48.93 −21.33 1.30× 10−1 43.89 −23.69 1.46× 10−1

20 0.1 81.99 −42.50 2.03× 10−1 79.13 −42.94 2.16× 10−1

0.2 99.40 −23.07 1.54× 10−1 99.30 −27.63 1.80× 10−1

Table IV - Numeri
al validation [Square and Cir
ular Array, Cir
ular Colle
tion Area℄ - Figures of merit

obtained by DPSS planar arrays.
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Appendix A

Risoluzione integrale:

I =

∫ u0

−u0

∫ v0

−v0

ejk(uxm+vym)e−jk(uxn+vyn)dudv (14)

=

∫ u0

−u0

ejku(xm−xn)du

∫ v0

−v0

ejkv(ym−yn)dv

=

(

ejku0(xm−xn) − e−jku0(xm−xn)

jku0(xm − xn)

)(

ejkv0(ym−yn) − e−jkv0(ym−yn)

jkv0(ym − yn)

)

=

(

2 sin(ku0(xm − xn)

ku0(xm − xn)

)(

2 sin(kv0(ym − yn)

kv0(ym − yn)

)

= 4u0v0sin
 [ku0(xm − xn)] sin
 [kv0(ym − yn)]
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Appendix B

Risoluzione integrale:

I =

∫ 2π

0

∫ π

0

ejk sin θ((xm−xr) cosφ+(yn−ys) sinφ)
sinθdθdφ (15)

Consideriamo separatamente i due integrali 
he 
ompongono la (15)

I =

∫ π

0

sinθ

(
∫ 2π

0

ejk sin θ((xm−xr) cosφ+(yn−ys) sin φ)dφ

)

dθ (16)

Il primo integrale (all'interno delle parentesi tonde) si può ris
rivere 
ome:

I ′ =

∫ π

−π

ej(a cosφ+b sinφ)dφ (17)

dove a = k sin θ(xm − xr) e b = k sin θ(yn − ys).
Consideriamo l'argomento dell'esponenziale:

a cosφ+ b sinφ = a
(ejφ + e−jφ)

2
+ b

(ejφ − e−jφ)

2j

=
aejφ

2
+

ae−jφ

2
− j

bejφ

2
+ j

be−jφ

2

=
ejφ

2
(a− jb) +

e−jφ

2
(a+ jb)

=
ejφ

2j
(b+ ja)− e−jφ

2j
(b− ja)

=
ejφ

2j

√

a2 + b2ej arctan(a/b) − e−jφ

2j

√

a2 + b2e−j arctan(a/b)

=
√

a2 + b2
(

ej(φ+arctan(a/b)) − e−j(φ+arctan(a/b))

2j

)

=
√

a2 + b2 sin(φ+ arctan(a/b)) (18)

La (17) può essere quindi ris
ritta nella forma:

I ′ =

∫ π

−π

ej
√
a2+b2 sin(φ+arctan(a/b))dφ =

∫ π

−π

ejk sin(φ+k′)dφ (19)

L'integrale è quindi ri
ondu
ibile ad una funzione di Bessel; per de�nizione

J0(x) ,
1

2π

∫ π

−π

ejx sinφdφ (20)

Si può osservare 
he le formule (19) e (20) sono equivalenti, dato 
he la 
ostante k′ = arctan(a/b) non ha

nessuna in�uenza sul risultato dell'integrazione e�ettuata su un intero periodo di una funzione periodi
a. Di


onseguenza

I ′ =

∫ π

−π

ej(a cosφ+b sinφ)dφ = 2πJ0(
√

a2 + b2) (21)

101



L'integrale doppio de�nito in (15) si ridu
e quindi a

I = 2π

∫ π

0

J0(
√

a2 + b2)sinθdθ (22)

dove

√
a2 + b2 =

√

k2 sin2 θ(xm − xr)2 + k2 sin2 θ(yn − ys)2 = k
√

(xm − xr)2 + (yn − ys)2sinθ = Csinθ

La soluzione dell'integrale è proposta in [2℄ (Formula 10.35)

2π

∫ π

0

J0(
√

a2 + b2)sinθdθ = 4πsin
C (23)

In 
on
lusione

I = 4πsin

(

k
√

(xm − xr)2 + (yn − ys)2
)

(24)
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