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1 IntroduzioneL'introduzione del nuovo standard Universal Mobile Teleomuniation System, UMTS haportato ad una rivoluzione nelle teleomuniazioni mobili. La possibilità di trasmettere erievere dati digitali provenienti da sorgenti di�erenti ome voe, video, immagini e internetha favorito la onvergenza tra il mondo delle teleomuniazioni e quello dell'informazionegiahè le diverse informazioni sono rappresentate univoamente mediante un unio �usso didati digitali.Le innovazioni tenologihe he hanno portato allo sviluppo di questo nuovo sistema di o-muniazione sono molteplii. A livello di protoollo di trasmissione l'introduzione del sistemaWide-Code Divison Multiple Aess (W −CDMA) ha de�nito la separazione tra i segnali deivari utenti a livello di odie anzihè di frequenza della portante. A livello di infrastrutture,ha portato all'utilizzo di elle di minor dimensione.La ostruzione di una rete UMTS apae di supportare un elevato tra�o di informazioni egarantire una adeguata qualità di servizio è un dunque un proesso laborioso ed estremamenteostoso. Le variabili in gioo sono molteplii ed eterogenee e riguardano la morfologia e ilgrado di urbanizzazione del sito in esame, le aratteristihe delle stazioni-radio base qualila posizione, il tipo di antenna, l'altezza rispetto al suolo, la frequanza di lavoro, et. Atutti questi parametri si aggiunge inoltre la omplessità del anale wireless aratterizzato daelevata tempo-varianza e fenomeni di tipo multi-perorso he impliano una omuniazionetra stazione radio-base e terminale mobile attraverso perorsi di�erenti da quello diretto eproduono sul segnale attenuazioni e ritardi variabili a seonda dell'istante di trasmissione.Diventa dunque fondamentale avere a disposizione strumenti in grado di prevedere in modoaurato, nella fase di progetto della rete, la opertura del segnale UMTS. Così faendosarà possibile ottimizzare le risorse a disposizione, posizionando in modo adeguato le stazioniradio-base e trasmettendo i segnali seondo livelli di potenza he garantisano una deter-minata qualità di servizio. Data la variabilità del anale di trasmissione, gli strumenti diprevisione non possono essere di tipo deterministio in quanto omputazionalmente onerosi,ma risultano essere di tipo statistio e fornisono una statistia del livello di segnale nel sito inesame. Una volta �ssata la geometria del problema (morfologia e grado di urbanizzazione delterritorio, posizione e potenza di trasmissione delle stazioni radio-base), l'obiettivo è quellodi determinare una mappa di opertura del sito in esame. L'area individuata viene suddivisain una griglia di pixel, e �ssato un determinato livello di segnale ythr e di probabilità Pthr,l'area identi�ata da un pixel risulta �servita� qualora il livello di segnale previsto y supera
ythr on una probabilità P maggiore di Pthr.In questo doumento, viene desritta una tenia per la determinazione delle mappa di op-3



ertura UMTS. Partendo dai valori di potenza di segnale generato da stazioni radio base
UMTS e alolati utilizzando software di planning elettro-magnetio, i dati sono elaboratiosì da determinare una mappa di opertura, una volta �ssato un valore di soglia per ilrapporto segnale-interferente. La struttura del lavoro è la seguente. La Sezione 2 illustralo stato dell'arte del problema della predizione elettromagnetia onsiderando le strategieutilizzate per lo sviluppo e la progettazione di reti UMTS e le tenihe per la determi-nazione della distribuzione spaziale del segnale trasmesso dalle stazioni radio-base (area diopertura). Verrano inoltre messe in lue le motivazioni alla base dell'approio propostola ui formulazione matematia è desritta nella Sezione 3. Nella Sezione 4, verrano det-tagliati i vari passi proedurali neessari all'implementazione numeria del modello propostoponendo l'attenzione sulle ritiità dal punto di vista numerio-omputazionale (tempi dialolo, memoria oupata, mal ondizionamento delle matrii, et.).
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2 Stato dell'ArteL'utilizzo ommeriale del sistema UMTS (Universal Mobile Teleomuniation System), perl'erogazione di servizi di telefonia mobile di terza generazione 3G ad un elevato numero diutenti è piuttosto reente, ed ha inizio nel 2003 nel Regno Unito. I onetti, le idee e le arat-teristihe del sistema UMTS risalgono invee ai primi anni 80 quando si fa strada l'ambiziosoprogetto di ostruire un sistema di teleomuniazioni he permetta all'utente di omuniareovunque ed in ogni momento mediante appliazioni alloate in terminali mobili di tipo �uni-versale� [1℄. In [2℄ l'implementazione del sistema UMTS nel Regno Unito viene disussaevidenziando i vantaggi del nuovo standard rispetto al GSM . In partiolare, la qualità delservizio inrementata riferita alla possibilità di trasmettere a veloità elevate e supportareappliazioni multimediali, un aumento della apaità di anale a seguito dell'utilizzo di unaampia banda spettrale e modulazioni più e�ienti, e la reazione di un nuovo merato ditelefonia mobile, libero e non soggetto a monopolio.Un approfondimento delle diverse problematihe ed attività di riera relative allo sviluppodi una rete UMTS, è riportato in [3℄ laddove si fa riferimento alla neessità di un sistema ditrasmissione dati armonizzato nei diversi Paesi he permetta un'integrazione on lo standard
GSM e la disponibilità di nuovi protoolli per il trasferimento di elevati �ussi di dati digitalion qualità di servizio adeguate. Lo sviluppo della rete UMTS si lega infatti al overageplanning (piano di opertura) ovvero alla opertura di un territorio on un determinato livellodi segnale he permetta la trasmissione di un'adeguata quantità di dati.Il progetto di un'infrastruttura UMTS rihiede quindi il alolo della densità, della grandezzae del tipo di elle he ompongono la rete, ovvero di quei parametri strettamente orrelatialla posizione e alla potenza irradiata dalle BSs. E' dunque neessario disporre di strumentidi alolo e�ienti per la predizione della opertura sul territorio al �ne di ottimizzare lerisorse disponibili. Una tale esigenza era già presente per il progetto di reti radio-mobilidi preedente generazione. In [4℄ vengono riportate una serie di formule empirihe per ilalolo delle perdita di potenza del ampo elettrio dovute alla propagazione, a partire dauna serie di misure sperimentali e�ettuate in diversi ambienti e ondizioni. In [5℄ vienesviluppato un sistema per il alolo della propagazione del segnale GSM e di onseguenzadella opertura di segnale sull'isola di Singapore. Nota la topologia del territorio, il valoredi ampo viene alolato in modo puntuale utilizzando espressioni analitihe funzioni delladistanza tra trasmettitore (TX) e rievitore (RX) ed eventuali ostaoli tra gli stessi.L'importanza della predizione della distribuzione del ampo e.m. irradiato da un sistema diteleomuniazioni è sottolineata dalla gran mole di lavori prodotti. Ad esempio, si onsiderinogli elaborati di Wal�sh et al. [6℄ e di Chung et al. [7℄ he riguardano lo studio di un modello5



teorio per la propagazione di segnali nella banda UHF (300 MHz − 3 GHz) in ambienteurbano. Per il ontesto urbano e rurale, le rierhe disusse in [8℄ onsiderano due modellidi�erenti. Il primo di tipo deterministio è basato sulla teoria della di�razione mentre ilseondo onsidera desrizioni di ampo statistihe seondo la distribuzione di Reyleigh o diRie per l'ambiente rurale e seondo la distribuzione di Nakasami per l'ambiente urbano.Per quanto riguarda l'arhitettura UMTS il proesso di planning della rete è onettualmentesimile a quello di una rete GSM ma deisamente più ompliato. I segnali dei vari utentiutilizzano la stessa frequenza di portante (single frequeny system SFS) e la loro separazioneavviene mediante il sistema Wide-Code Divison Multiple Aess (W − CDMA). Inoltre, ilsegnale rievuto dal terminale mobile può essere la ombinazione di segnali provenienti dadiverse elle he sono sommati ostruttivamente seondo il prinipio del Maximum RatioCombining (MCR) [1℄. Queste strategie di trasmissione impliano, non solo un adeguatolivello di segnale ma anhe he il rapporto segnale-rumore-interferente sia superiore ad unadeterminata soglia, al �ne di ottenere un'adeguata qualità del servizio.In [9, 10℄ sono desritte le prestazioni di diverse on�gurazioni arhitetturali generate seondoil sistema Monte-Carlo (la selta dei siti delle BSs è generata in modo asuale). Strumenti diplanning più so�stiati sono invee quelli proposti da Allen in [11℄ dove è desritto il software
CDSSmartP lan apae di onsiderare parametri quali diversi tipi di antenna e ottimizzarediverse aratteristihe della rete, o da Amaldi et al. [12, 13, 14℄ he fanno riorso alla teniadel Tabù Searh (TS). In [15℄, l'area di interesse viene suddivisa in Tra� DemandingAreas (TDAs) e per ognuna di esse è alolata la posizione dei siti più opportuna medianteopportuni algoritmi di ottimizzazione he massimizzano la opertura dell'area onsiderata.Sempre faendo riorso a tenihe di ottimizzazione sono stati reentemente proposte nuovemetodologie da Yang et al. [16℄ e da Quintero et al. [17℄.E' tuttavia degno di menzione il fatto he, a fronte degli strumenti di planning, on l'inlusionedi vinoli sui valori di potenza e meanismi aratteristii dell'UMTS quali il soft-handover,non sembra essere aompagnato dall'utilizzo di modelli di predizione più so�stiati. Ingenerale, le desrizioni elettromagnetihe risultano molto semplii, spesso di natura empiriae non onsiderano la morfologia del territorio se non attraverso fattori di orrezione.Un tale fatto risulta del tutto sorprendente in quanto l'importanza di un modello di predizioneaurato è ben nota. L'e�etto di un modello di predizione inaurato sul suessivo progettodella rete è messo in evidenza in [18℄. Il risultato può essere sia uno spreo di risorse (utilizzodi più BSs di quelle neessarie) sia un malfunzionamento globale della rete a seguito delraggiungimento di bassi valori di rapporto segnale-interferente.A parziale giusti�azione va sottolineato he il problema del alolo dell'area di opertura diuna BS è di di�ile soluzione perhè esso dipende da fattori quali la morfologia dell'ambiente6



irostante. Inoltre, il rapporto segnale-interferente è in�uenzato sia dall'interferenza ausateda tutti terminali mobili presenti in uplink (tra�o nella ella) sia dalla potenza trasmessadelle BSs in downlink. In tal ontesto, le prime analisi del alolo dell'interferenza in sistemi
CDMA sono da rierare nei lavori di Viterbi et al.,[19℄ e nel suessivo [20℄. Un modellopiù so�stiato è proposto da Stahele et al. in [21℄ e ra�nato in [23℄. Nota la posizione delle
BSs e la distribuzione spaziale del tra�o, un modello analitio risolve una serie di equazioniper determinare la distribuzione dell'interferenza relativa a elle diverse da quella analizzata.Questo tipo di approio iterativo permette di inludere nel rapporto segnale-interferenteanhe l'interferenza tra elle diverse mai onsiderata in preedenza. Una nuova strategia èdesritta da Plitsis in [22℄ he estende il modello di Hata [4℄ introduendo il rapporto segnale-interferente e onsiderando statistihe di segnale di tipo Rie o di tipo Rayleigh dovute aiperorsi multipli del segnale. In [24℄, la proedura proposta onsidera due passi suessivi:nel primo è alolata la distribuzione del ampo elettrio una volta nota la morfologia delterritorio, nel seondo la distribuzione del ampo è elaborata utilizzando le aratteristihetenologihe del sistema UMTS.Il lavoro proposto da Gandini et al. [25℄ introdue aluni elementi innovativi nel alolodell'area di opertura dei siti e fa riferimento al ollegamento in downlink (stazione radio-base terminale mobile). Il rapporto segnale-interferente è alolato mediante un modelloanalitio e suessivamente migliorato introduendo una desrizione statistia del livello disegnale ome in [19, 21, 22℄. Nel seguito il modello è analizzato in dettaglio proponendoaltresì uno shema di implementazione.
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3 Formulazione Matematia del ModelloNello standard UMTS, le trasmissioni di diversi utenti onnessi nella medesima ella avven-gono alla stessa frequenza. La omuniazione è resa possibile dall'utilizzo del sistema CDMA(Code Division Multiple Aess) he permette a tutti gli utenti di oupare simultaneamentela stessa banda e trasmettere negli stessi istanti temporali. Ad ogni utente è assegnato unodie he permette, in fase di riezione, di disriminare tra loro le omuniazioni di variutenti. Per garantire una qualità di servizio soddisfaente non è dunque su�iente garan-tire un adeguato livello di potenza di segnale oorre altresì he il rapporto hip-energy tointerferene, superiore ad una determinata soglia.La soluzione di questo problema deve tenere in onsiderazione sia l'arhitettura ed i protoollidel sistema UMTS he l'area di opertura. Il dispositivo mobile può rievere segnali proveni-enti da diverse elle nello stesso istante temporale (soft-handover) (Figura 1). Questi segnalisono ombinati tra loro utilizzando un rievitore di tipo rake e l'algoritmo diMaximum RatioCombining (MRC). In prima approssimazione, si onsidera ome valore di segnale in arrivosul terminale mobile quello massimo proveniente dalle diverse elle. Tale ipotesi sottostimail valore di segnale utile ma permette di fornire una desrizione per il modello matematioproposto [25℄.

Pixel

Base Station

Cella 1

Cella 4

Cella 3

Cella 2

Figura 1: shema di un sito UMTSInoltre, poihè la trasmissione dei segnali UMTS avviene in un anale di tipo multi-perorsotempo-variante, risulta neessario de�nire un modello stoastio per la de�nizione di unamappa di opertura del sito. La zona in esame viene quindi divisa in aree di dimensioneostante detti pixel he saranno lassi�ati ome �operti� o meno a seonda del fatto heil orrispondente rapporto segnale-interferente sia maggiore di una determinata soglia onun erto livello di probabilità. A tal �ne è quindi neessario determinare sia la probability8



density funtion (pdf) e he la omulative density funtion (cdf) delle seguenti quantità: (a)la potenza di segnale nel pixel, (b) del rapporto segnale-interferente e (c) della potenza delsegnale e�ettivamente rievuto dal terminale mobile.3.1 Modello MatematioSi onsideri un sito UMTS. L'area di indagine D è divisa in J sotto-aree di dimensione �ssahiamate pixel. Un dispositivo mobile presente nel j-esimo pixel rieve segnali provenienti da
N elle diverse (Figura 2).

Sito UMTS:

Pixel

Legenda:

Terminale
Mobile

Stazione
Radio−Base

cella 1

cella n

cella n+1

cella N

j−esimo pixel

Collegamento
Terminale−Cella

Figura 2: dispositivo mobile nel j-esimo pixel he rieve il segnale da N elleSi indihi on X
j = {(xj

n) ; n = 1, . . . , N ; | xj
n ∈ ℜ} ; j = 1, . . . , J l'insieme del livello disegnale in dB proveniente dall'n-esima ella misurato nel j-esimo pixel mentre on Y

j =

{(yj
n) ; n = 1, . . . , N ; | yj

n ∈ ℜ+} ; j = 1, . . . , J si de�nisa l'insieme dei valori del rapportosegnale-interferente he orrispondono al ollegamento tra teminale mobile e l'n-esima ella.I valori yj
n sono alolati a mediante la seguente espressione [25℄:

yj
n =

(
Ec

I0

)j

n

=
10xj

n/10

an110xj
1/10 + . . . + anN10xj

N
/10 + cn

; n = 1, . . . , N. (1)Nell'equazione (1) i valori ann; n, n = 1, . . . , N sono rappresentativi del rapporto tra lapotenza del segnale pilota e quella totale trasmessa dall'n-esima ella, mentre il valore cndesrive il rumore termio presente nell'n-esima ella. Nell'equazione (1) si può notare omeil numeratore 10xj
n/10; n = 1, . . . , N rappresenti la parte di segnale utile (hip energy, Ec),mentre al denominatore, l'interferente I0 è alolato ome la somma di tutti i segnali presentinel pixel he non ostituisono informazione per il terminale mobile e dal rumore termio cn.Tale formulazione ipotizza he il terminale mobile sia onnesso on tutte le elle he trasmet-tono nel pixel, e he dunque esso sia in soft-handover on tutte le N elle. Tra tutti i segnalipresenti nel j-esimo pixel, si indihi on yj quello assoiato al ollegamento terminale-ellaon il miglior rapporto segnale-interferente: 9



yj = max
(
yj

n

)
; n = 1, . . . , N. (2)Il valore di yj alolato seondo l'espressione (2) è quello utilizzato per la trasmissione eriezione dell'informazione da parte del terminale mobile. Si de�nisa dunque la funzione

F j : X
j → Y

j
N he mappa l'insieme dei valori di ampo e.m. provenienti dalle N ellepresenti nel j-esimo pixel on i orrispondenti rapporti segnale-interferente:

F j
(
Xj
)

= Y j =



 10xj
1/10

a1110xj
1/10 + . . . + a1N10xN/10 + c1

, . . . ,
10xj

N
/10

aN110xj
1/10 + . . . + aNN10xN/10 + cN



 ,(3)dove, nell'equazione (3) Xj ∈ X
j, Y j ∈ Y

j e gli ann; n = 1, . . . , N e i cn; n = 1, . . . , N sonostati preedentemente desritti. Si determini la opertura del pixel j-esimo de�nendo unasoglia di funzionamento yj
thr e valutando la seguente disuguaglianza:

yj > yj
thr (4)Se la disuguaglianza (4) è veri�ata allora il rapporto segnale-interferente del ollegamentotra terminale mobile e ella è superiore alla soglia di funzionamento il pixel si dirà �operto�vieversa il pixel sarà �non operto�.Nella formulazione �n qui proposta, i valori di ampo e.m. Xj e di rapporto segnale-interferente Y j sono stati onsiderati ome valori deterministii. Tale approio non on-sidera fenomeni legati alla tempo-varianza del anale wireless, he provoano �uttuazioninell'ampiezza del segnale (fading lento e veloe del anale). Si rende dunque neessariotrattare il problema della opertura onsiderando desrizioni del segnale trasmesso dallastazione radio-base al terminale mobile di tipo statistio. Si indihi dunque on pxj la fun-zione densità di probabilità di Xj e on pyj la funzione densità di probabilità di Y j e sionsideri la opertura del pixel seondo la de�nizione: il j-esimo pixel è �operto� se, �s-sato un valore di probabilità Pthr e un valore di soglia per il rapporto segnale-interferente

ythr, quest'ultimo è superato dal massimo rapporto segnale-interferente yj on probabilità
P j maggiore di Pthr. Al �ne di ottenere una mappa di opertura del sito UMTS in esamesi aloli, per iasuno dei J pixel, la probabilità he il orrispondente yj sia maggiore dellasoglia ythr e la si onfronti on la probabilità Pthr. A tal sopo, si onsideri il pixel j-esimo,e si determini la seguente quantità:

P
[
max

(
yj

1, . . . , y
j
N

)
> ythr

]
, (5)10



Appliando il prinipio di omplementarietà, l'espressione (5) si risrive ome:
P
[
max

(
yj

1, . . . , y
j
N

)
> ythr

]
= 1 − P

[
max

(
yj

1, . . . , y
j
N

)
< ythr

]
. (6)Si aloli la parte destra dell'equazione (6) mediante l'integrazione della pyj su un opportunodominio:

1 − P
[
max

(
yj

1, . . . , y
j
N

)
< ythr

]
= 1 −

∫

Aj
ythr

pyj

(
yj

1, . . . , y
j
N

)
dyj

1 . . . dyj
N (7)dove nell'equazione (7) il dominio di integrazione Aj

ythr
è de�nito da:

Aj
ythr

= Y
j ∩

{
yj

n | 0 < yj
n < ythr; ∀n = 1, . . . , N

}
; j = 1, . . . , J, (8)e ontiene gli Y j ∈ Y

j in ui tutti gli elementi yj
n; n = 1, . . . , N hanno valore inferiore a

ythr. La funzione pyj non è nota a priori ed il valore della (7) si alola esprimendo l'integralein funzione di pxj he è onosiuta e di tipo normale [21℄. Si applihi all'integrale in (7) ilTeorema del Cambio di Variabile e si ottenga:
∫

Aj
ythr

pyj

(
yj

1, . . . , y
j
N

)
dyj

1 . . . dyj
N =

∫

Aj
ythr

pxj ◦ Gj
(
yj

1, . . . , y
j
N

)
det JGjdyj

1 . . . dyj
N (9)dove nell'equazione (9) Gj è la funzione inversa di F j (3) mentre det JGj è il jaobiano di Gj(dettagli sul alolo di Gj e di det JGj sono presenti in Appendie A). Si sostituisa (9) in(6) e si ottenga:

P
[
max

(
yj

1, . . . , y
j
N

)
> ythr

]
= 1 −

∫

Aj
ythr

pxj ◦ Gj
(
yj

1, . . . , y
j
N

)
det JGjdyj

1 . . . dyj
N (10)In�ne, si onfronti il risultato ottenuto dalla (10) on la probabilità di soglia Pthr. La oper-tura del pixel si avrà nel aso di valori di probabilità superiori alla soglia.
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4 Planning ElettromagnetioSi onsideri la ostruzione di una mappa di opertura per un sito UMTS una volta �ssati (i)un valore di soglia per il rapporto segnale interferente, ythr e (ii) una probabilità he questoevento aada, Pthr. Una volta diviso il sito in esame seondo una griglia di J pixel perognuno di essi si aloli il valore espresso da (10) e si valuti se esso sia maggiore o minore di
Pthr.Si desriva la strategia he permette tale valuatazione mediante le seguenti operazioni:

• Si setti un valore di soglia ythr e di probabilità Pthr

• Per iasun dei J pixel in ui è diviso il sito:� Si disretizzi lo spazio Y
j.� Si ostruisa il dominio di integrazione Aj

ythr
.� Si aloli Gj

(
yj

1, . . . , y
j
N

) on (yj
1, . . . , y

j
N

)
∈ Aj

ythr
.� Si determini det JGj .� Si aloli P [yj > ythr].� Si valuti la opertura del pixel.4.1 Disretizzazione dello Spazio Y

jLa disretizzazione dello spazio Y
j è un'operazione non omplessa ma estremamente deliata;due sono i parametri fondamentali da onsiderare: l'intervallo di variazione dei valori in Y

jeil passo di disretizzazione. E' possibile determinare il valore minimo e massimo he puòessere assunto dagli elementi di Y j ∈ Y
j utilizzando il seguente limite [25℄:

lim
wj

n→∞

wj
n

an1w
j
1 + . . . + aj

nNwN + cn

=
1

ann
; n = 1, . . . , N ; j = 1, . . . , J (11)da ui segue:

inf (yj
n) = 0

sup (yj
n) = 1

ann

; n = 1, . . . , N ; j = 1, . . . , J, (12)allora ogni elemento di Y j può assumere qualunque valore ompreso tra 0 e 1/ann, ioè
yj

n ∈
(
0, 1

ann

). Si divida l'intervallo (0, 1

ann

) in M intervalli di dimensione ∆yj
n:

∆yj
n =

1/ann

Mn
; n = 1, . . . , N ; j = 1, . . . , J (13)12



e si generi la sequenza di M + 1 ampioni ŷj
n ome:

ŷj
n =

{(
yj

n

)m
= m∆yj

n; m = 0, . . . , Mn

}
; n = 1, . . . , N ; j = 1, . . . , J. (14)Si osservi ome dalla (14) segue (yj

n)
0

= inf (yj
n) = 0 e (yj

n)
M

= sup (yj
n) = 1

ann
. Lo spazio Y

jviene dunque disretizzato da ∏N
n=1 (Mn + 1) vettori Ŷ j =

(
ŷj

1, . . . , ŷ
j
N

) ostruiti mediantele sequenze ŷj
n; n = 1, . . . , N ; j = 1, . . . , J .4.2 Calolo del Dominio di Integrazione Aj

ythrSi onsiderino i vettori Ŷ j =
(
ŷj

1, . . . , ŷ
N
1

) alolati al punto preedente. Il dominio diintegrazione Aj
ythr

ontiene tutti i vettori Ŷ j per i ui elementi vale la relazione:
ŷj

n < ythr ∀n = 1, . . . , N. (15)La relazione (15) impone he tutti gli elementi dei vettori presenti nel dominio di integrazione
Aj

ythr
siano inferiori alla soglia ythr.4.3 Calolo di Gj

(
yj

1, . . . , y
j
N

)Il alolo dei valori della funzione Gj
(
yj

1, . . . , y
j
N

) prevede he per ogni ampione Ŷ j ∈ Aj
ythrsi aloli il valore di Xj ∈ X

j he lo ha generato tramite F . Tale proedimento avviene indue passi utilizzando le funzioni inverse S (35) ed L (36) ed è visualizzato globalmente inFigura 3.
R

N

R
N

R
N

S
L

X
j

j j(x ,..., x  )
1 N

j
1

(w ,...,w  )j
N

j j(y ,..., y  )
1 N

Y
j

W
j

Figura 3: shema del proesso di inversione, dall'insieme Y
j all'insieme X
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Il primo passo riguarda il passaggio dallo spazio Y
j allo spazio W

j ed avviene mediantela soluzione del sistema desritto dall'equazione (31) in ui il termine noto è ostruito on-siderando gli Ŷ j ∈ Aj
ythr

:
Aj W j = Bj . (16)Una volta alolato il vettore W j =
(
wj

1, . . . , w
j
N

) soluzione del sistema il valore di Xjassoiato si alola utilizzando l'espressione (36):
Xj =

(
10 log wj

1, . . . , 10 logwj
N

) (17)4.4 Calolo di det JGjSi onsideri l'espressione (39) he esprime il det JGj ome funzione di det JEj e det JT j . Lamatrie JE è una matrie N × N diagonale della forma:
JEj =

ln 10

10




10xj
1/10 0 . . . 0

0
...

. . . 0

0 . . . 0 10xj

N
/10




. (18)Si aloli il determinante di JEj moltipliando gli elementi presenti sulla diagonale dellamatrie:
det JEj =

ln 10

10

N∏

n=1

10xj
n/10 (19)Si sempli�hi ulteriormente l'equazione (19) utilizzando le proprietà degli esponenziali:

det JE =
ln 10

10
10
∑N

n=1

x
j
n

10 (20)Si onsideri ora la matrie JT j . Essa è una matrie N × N nella forma:
JT j =




δyj
1

δwj
1

. . .
δyj

1

δwj

N

. . . . . .
δyj

N

δwj

1

. . .
δyj

N

δwj

N




(21)in ui gli elementi sono alolati seondo le seguenti espressioni:
14



δyj
n

δwj
n

=
an1wj

1+...+a(n−1)(n−1)w
j

n(n−1)
+a(n+1)(n+1)w

j

n(n+1)
...+anN wj

N
+cn

(dj
n)

2 , n = 1, . . . , N

δyj
n

δwj
m

= −anmwj
n

(dj
n)

2 , n, m = 1, . . . , N n 6= m
(22)dove nell'equazione (22) i denominatori dj

n sono alolati ome:
dj

n = an1w
j
1 + . . . + anNwj

N + cn; n = 1, . . . , N (23)Una volta ostruita la matrie JT j il alolo del suo determinante può avvenire mediantel'utilizzo della formula he prevede l'espansione del determinante mediante i minori dellamatrie.4.5 Calolo di P
[
yj > ythr

]Il alolo di P [yj > ythr] si ottiene risolvendo la seguente equazione:
P
[
yj > ythr

]
= 1 −

∫

Aj
ythr

pxj ◦ G
(
yj

1, . . . , y
j
N

)
det JGdyj

1 . . . dyj
N (24)Il alolo dell'integrale può essere risolto mediante tenihe di integrazione numeria heprevedono la disretizzazione del dominio Ayj

thr

e l'approssimazione dello stesso ome som-matorie di iper-parallelepidi (parallelepipedi di uno spazio N- dimensionale).Si noti ome la funzione densità di probabilità pxj è una gaussiana N-dimensionale [21℄ laui espressione vale:
pxj =

1

(2π)N/2 |Σ|1/2
exp

[
−

1
2(Xj

−µj)
t
Σ−1(Xj

−µj)
] (25)dove nell'equazione (25) sia µj =

[〈
xj

1

〉
, . . . ,

〈
xj

N

〉] il vettore dei valori medi dei termini
xj

n; n = 1, . . . , N mentre sia Σ la matrie di ovarianza, e siano |Σ| e Σ−1 rispettivamenteil determinante e la matrie inversa di Σ. Benhè l'espressione di pxj sia nota non lo sono iparametri he la aratterizzano, Σ e µj; il primo è alolato a partire da modelli statistii notiin letteratura [8, 6℄ mentre il seondo è determinato utilizzando il software di planning elettro-magnetio ATOLL. Tale software alola in modo deterministio la distribuzione di ampoe.m. di un sito onsiderando diversi fattori quali la topologia e il grado di urbanizzazione delterritorio in esame, la posizione e la potenza di trasmissione delle stazioni radio-base, et..Il valore dell'n-esimo elemento del vettore µj orrisponde al valore di ampo e.m. generatodall'n-esima ella nel j-esimo pixel alolato da ATOLL.15



4.6 Valutazione della Copertura del PixelUna volta ottenuto il valore dell'equazione (24) la valutazione della opertura del pixel avvieneveri�ando la disuguaglianza (5):
P
[
yj > ythr

]
> Pthr (26)dove ythr e Pthr sono rispettivamente il valore di rapporto segnale interferente desiderato e

Pthr la probabilità on ui si desidera esso di veri�hi.
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Appendie ALa ostruzione di una mappa di opertura per siti UMTS presuppone il alolo dell'integralepresente nell'equazione (10). Tale alolo implia la onosenza della funzione inversa di
F j, Gj e del valore del determinante della sua matrie jaobiana det JGj . Lo sopo di questaappendie è dunque quello di determinare un espressione analitia per: (a) la funzione inversadi F j, Gj : Y

j → X
j e (b) per il determinante della matrie giaobiana ad essa assoiato

det JGj .(a) Espressione Analitia di Gj =
(
F j

)−1Si onsideri la funzione F : X
j → Y

j:
F j
(
Xj
)

= Y j =



 10xj
n/10

a1110xj
1/10 + . . . + a1N10xN/10 + c1

, . . . ,
10xj

N
/10

aN110xj
1/10 + . . . + aNN10xN/10 + cN



 ,(27)si noti ome i valori di Y j non dipendono linearmente dai valori di Xj. Allo sopo di sempli-�are il alolo della funzione inversa si de�nisa W
j = {(wj

n) ; n = 1, . . . , N ; | wj
n ∈ ℜ} ; j =

1, . . . , J ome l'insieme dei valori del livello di segnale in sala lineare proveniente dall'n-esimaella misurato nel j-esimo pixel. Si esegua la seguente trasformazione dei valori di Xj da dBin sala lineare seondo la funzione Ej : X
j → W

j:
E
(
Xj
)

= W j =
(
10xj

1/10, . . . , 10xj

N
/10
)

; j = 1, . . . , J. (28)Dove, in (28) W j ∈ W
j. Si sostituisa l'espressione (28) in (27) e si ottenga la funzione

T j : W
j → Y

j ome:
T
(
W j

)
= Y j =

(
wj

1

a11w
j
1 + . . . + a1Nwj

N + c1

, . . . ,
wj

N

aN1w
j
1 + . . . + aNNwj

N + cN

)
. (29)Nell'equazione (29) vale wj

n > 0; n = 1, . . . , N ; j = 1, . . . , J ed inoltre ann > 0; n, n =

1, . . . , N e cn > 0; n = 1, . . . , N . Da questo segue he T j non presenta disontinuità inquanto:
an1w

j
1 + . . . + anNwj

N + cn 6= 0; n = 1, . . . , N ; j = 1, . . . , J. (30)Si risriva ora l'equazione (29) ome [25℄: 17



Aj W j = Bj , (31)dove in (31) la matrie del sistema Aj è una matrie N × N i ui elementi sono alolatiseondo la seguente espressione:
Aj =




(
yj

1a11 − 1
)

. . . yj
1a1N

. . . . . . . . .

yj
NaN1 . . .

(
yj

NaNN − 1
)


 ; j = 1, . . . , J, (32)mentre il termine noto Bj è una matrie olonna N × 1 i ui elementi valgono:

Bj =




−yj
1c1

. . .

−yj
NcN


 ; j = 1, . . . , J. (33)Le inognite del sistema di equazioni sono gli elementi della matrie olonna N × 1, W j:

W j =




wj
1

. . .

wj
N


 ; j = 1, . . . , J. (34)Si dimostra ome il determinante della matrie A è non nullo e dunque il sistema è risolvibilee la soluzione è unia [25℄. Si de�nisa dunque la funzione inversa di T j, Sj : Y

j → W
j ome:

Sj
(
Y j
)

= W j =
1

det Aj

(
det Aj

1, . . . , detAj
N

)
, (35)dove nell'equazione (35) det Aj india il determinante della matrieAj mentre i valori det Aj

n; n =

1, . . . , N sono i determinanti delle matrii he si ottengono sambiando la riga n-esima di Ajon il termine noto Bj . La funzione Sj rappresenta la soluzione del sistema (31) una volta�ssati i valori del termine noto Bj e della matrie Aj.Si noti ome, una volta alolato W j , sia possibile determinare il orrispondente valore di Xjinvertendo l'espressione (28). Si de�nisa dunque la funzione inversa di Ej , Lj : W
j → X

jome:
Lj
(
W j

)
= Xj =

(
10 log wj

1, . . . , 10 logwj
N

)
; j = 1, . . . , J. (36)da ui segue he la funzione inversa di F è alolata mediante la omposizione delle funzioni

L ed S. Si avrà dunque:
G = L ◦ S (37)18



L'intera modalità di passaggio da uno spazio all'altro è visualizzata in Figura 4.
R

N

R
N

R
N

S

G

T
E

L

F
X

j

j j(x ,..., x  )
1 N

j
1

(w ,...,w  )j
N

j j(y ,..., y  )
1 N

Y
j

W
j

Figure 4: Insiemi Xj,Wje Y
jon le funzioni F j,Gj , Ej , Lj, Sj e T j(b) Espressione Analitia di det JGjI preedenti risultati permettono di alolare il valore del determinante della matrie giao-biana relativa alla funzione Gj , det JGj . Per il teorema della funzione inversa vale la seguenterelazione tra le matrii giaobiane delle funzioni Gj , Ej e T j :

JGj

(
yj

1, . . . , y
j
N

)
=
[
JEj

(
xj

1, . . . , x
j
N

)]
−1 [

JT j

(
wj

1, . . . , w
j
N

)]
−1 (38)dove nell'equazione (38) si ha (xj

1, . . . , x
j
N

)
= G

(
yj

1, . . . , y
j
N

) e (wj
1, . . . , w

j
N

)
= S

(
yj

1, . . . , y
j
N

).Si applihi la proprietà relativa al determinante di prodotto di matrii all'equazione (38) e siottenga:
det JGj

(
yj

1, . . . , y
j
N

)
=
[
det JEj

(
xj

1, . . . , x
j
N

)
det JT j

(
wj

1, . . . , w
j
N

)]
−1 (39)La (39) permette il alolo di det JGj una volta noti det JEj e det JT j .
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